ESPACOS VETORIAIS INTERESSANTES

GUILHERME ZEUS DANTAS E MOURA

DEFINICOES

Definicao (Espago Vetorial). Um espago vetorial V' sobre um corpo K é um con-
junto atrelado a duas operacoes, adi¢do +: V x V' — V' e multiplicacao por escalar
: K xV =V, tal que

(1) u+ (v+w) = (u+v) +w para todo u,v,w € V;

(2) u+ v =v+ u para todo u,v € V;

(3) existe 0 € V tal que 0 4+ v = v para todo v € V;

(4) para todo v € V existe w € V tal que v +w = 0;

(5) (a+B)-v=a-v+ - -vparatodoa,f € K ev e V;

(6)

(7)

(8)

a-(v+w)=a-v+a-wparatodoa € K ev,weV;
(- B)-v=a-(F-v)paratodo a,f € K ev € V;
1-v=wvparatodoveV.

Definigao (Independéncia Linear). Dizemos que um conjunto S C V' é linearmente

independente se, para todo subconjunto finito 5" C S e todo oy, g, ..., 19 € K,
al.Sl+a2.52+...+a‘s,|.S‘S,l :0

implica oy = ap = -+ = a9 = 0. Caso contrario, dizemos que S ¢ linearmente

dependente.

Defini¢ao (Base). Dizemos que um conjunto B C V' é uma base se

(1) B é linearmente independente e;
(2) B gera V, isto é, para todo v € V existe um subconjunto finito B C B e

ar, o, ..., 01p € K tal que
UZOél'bl—f—O./g'bg—i""—l—OqB/‘-b|B/|.

Observe que nao é necessario que uma base seja um conjunto finito, nem é garan-

tido a existéncia de uma base para qualquer espaco vetorial.

Defini¢ao (Dimensao). Dizemos que a dimensdo de V' é o niimero de elementos de

uma base de V.
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ESPACOS DE RECORRENCIAS LINEARES

Problema 1. Determine todas as sequéncias g, z1, Z2,... de nimeros reais que

satisfazem, para todo inteiro nao negativo n,

(*) Tpto = Tyt + T

Um estudante de ensino médio talvez tenha aprendido que a solugao é

1+v5\" 1—-v5\"
2 (50

T, =«

onde « e § sdo parametros reais. Mas por que essa é a solucao? Talvez esse estudante

explicaria que essa é a solugao pois H;—‘/S sao as raizes do polindmio x>

estudante talvez tenha aprendido que é o polinémio caracteristico da recorréncia.

—x—1, que esse

Mas, de novo, o que o polindmio caracteristico tem a ver com a soluc¢ao?
Vamos tentar provar, e ainda mais, entender o que estd acontecendo, usando
espacos vetoriais. Nessa se¢do, defina V' como o conjunto de todas as sequéncias

xg, X1, T, ... de nimeros reais que satisfazem a recorréncia (x).

Exercicio 2. Convencga-se que V' é um espaco vetorial sobre R. Quais sao as

operacoes de adicao e multiplicagao por escalar? Por que essas operagoes sao bem

definidas?

Exercicio 3. Determine a dimensao de V — quantos graus de liberdade temos para
escolher uma sequéncia xg, 1, T, . . . que satisfaca a recorréncia (x)? Use a defini¢ao

de dimensao para provar sua resposta.

Exercicio 4. Determine uma base de V, isto ¢, um conjunto satisfazendo qualquer
uma das seguintes propriedades equivalentes: i. um conjunto linearmente indepen-
dente que gera V'; 7. um conjunto linearmente independente com d elementos, onde
d é a dimensao de V; 7. um conjunto que gera V e tem d elementos, onde d é a

dimensao de V.

Exercicio 5. Escreva a solucao geral da recorréncia (%) como uma combinagao

linear dos elementos da base que vocé encontrou no exercicio anterior.

Problema 6. Sejam ag, aq,...,aq_1 nimeros reais. Determine todas as sequéncias
Xo,T1,Ta, ... de nlimeros reais que satisfazem, para todo inteiro nao negativo n,
(1) Tptd = Od—1Tptd—1 + Qd—2Tnid—2 + =+ + Q1 Tpi1 + QTp.

Escreva sua resposta em fungdo das raizes do polindomio caracteristico p(x) =

d d—1 d—2

¢ — ag_ 1% — ag_sx cee—a1T — ag.

Exercicio 7. Qual é o desafio em resolver esse problema mais geral? O que vocé

precisa descobrir para superar esse desafio?
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EspAgos SOBRE CORPOS FINITOS

Os exemplos prototipicos de corpos finitos sdo os corpos da forma Z/pZ para
p primo, que podem ser interpretados como o conjunto {0,1,...,p — 1} com as

operagoes de adicao e multiplicagao modulo p.

Lights Out. O jogo Lights Out é jogado em um tabuleiro 5 X 5, onde cada casa
possui uma lampada que pode estar acesa ou apagada. No inicio do jogo, algumas
lampadas estao acesas e outras estao apagadas. Em cada jogada, podemos escolher
uma lampada e inverter o estado dela e das lampadas adjacentes (acima, abaixo, a
esquerda e a direita). O objetivo do jogo é apagar todas as lampadas (como bonus,

no menor numero de jogadas possivel).

3¢ Select

FicuraA 1. Tabuleiro do jogo Lights Out.

Exercicio 8. Modele o jogo Lights Out como um espaco vetorial. Qual corpo vocé

deve usar?

Problema 9 (Alemanha TST 2004). Seja G um grafo simples finito. Existe uma
lampada em cada vértice de GG, que pode estar acesa ou apagada. Inicialmente,
todas as lampadas estao apagadas. Em cada passo, podemos escolher um vértice e
inverter o estado de sua lampada e das lampadas de todos os seus vizinhos. Prove

que é possivel deixar todas as lampadas acesas simultaneamente.



EsPACO DE NUMEROS REAIS SOBRE NUMEROS RACIONAIS

Nessa se¢ao, vamos considerar o conjunto R dos ntimeros reais como um espago

vetorial sobre Q.

Exercicio 10. Convenga-se que V é um espacgo vetorial sobre R. Quais sdo as

operacoes de adicao e multiplicagao por escalar? Por que essas operagoes sao bem

definidas?

Exercicio 11. Dé exemplos de subconjuntos linearmente independentes em R.

Prove que R nao tem base finita sobre Q.

Para achar uma base de R sobre QQ, precisamos assumir o Axioma da Escolha.

Vamos usar uma versao equivalente do Axioma da Escolha, o Lema de Zorn.

Definigao (Conjunto Parcialmente Ordenado). Um conjunto parcialmente ordenado
¢ um conjunto X atrelado a uma relagao binaria < em X tal que

(1) z < x para todo z € X

(2) sex <yey<ux, entdo x = y;

(3) sex<yey<z entdoz < z.

Defini¢ao (Cadeia). Uma cadeia em um conjunto parcialmente ordenado X é um

subconjunto C' C X tal que, para todo z,y € C, x <y ouy < x.

Definicao (Cota Superior). Uma cota superior de um subconjunto S C X de um
conjunto parcialmente ordenado X é um elemento xz € X tal que, para todo y € S,

y <.

Axioma (Lema de Zorn). Seja X um conjunto parcialmente ordenado tal que toda

cadeia em X tem uma cota superior em X. Entao X tem um elemento maximal.

Exercicio 12. Aplique o Lema de Zorn para mostrar que R tem uma base como
espago vetorial sobre Q — ou, de modo mais geral, prove que todo espacgo vetorial

tem uma base.

E pai?

Problema 13. Sao dados 13 niimeros reais com a seguinte propriedade. Ao excluir
qualquer um deles, os restantes podem ser divididos em dois grupos de seis niimeros

com somas iguais. E necessario que todos os 13 ntimeros sejam iguais?

Exercicio 14. Resolva o problema acima para a restricao de que os niimeros sejam

inteiros. Expanda para a restricao de que os niimeros sejam racionais.

Exercicio 15. Expanda para a restricao de que os ntmeros sejam reais. Use a
nocao de que R é um espago vetorial sobre Q, com base B, para provar que todos

0S nuimeros sao iguais.
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